Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Clase 1

Clase 1. Introducciéon a las ecuaciones diferenciales
Cambio, modelos y primeras definiciones

Idea central

Una ecuacion diferencial relaciona una funcién desconocida con una o mas de sus derivadas.
Por ello, proporciona un lenguaje natural para describir cantidades que cambian con el
tiempo o con otra variable.

1. Introduccion

Una ecuacién diferencial es una ecuacion en la que aparece una funcion desconocida y alguna de

sus derivadas. Por ejemplo,
dx

dt
relaciona la funcién desconocida z = z(t) con su tasa de cambio. La funcién z(t) = e’ es una
solucién porque

T

d
—et =€l

dt
Mas generalmente, toda funcién de la forma

z(t) = Ce, C eR,

satisface la ecuacion. Este ejemplo muestra que una ecuacién diferencial puede tener una familia
completa de soluciones.

Definicién 1.1 (Ecuacién diferencial). Una ecuacion diferencial es una ecuacién que relaciona
una funcién desconocida con una o més de sus derivadas.

Definicién 1.2 (EDO y EDP). Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) contiene derivadas
respecto de una sola variable independiente. Una ecuacion diferencial parcial (EDP) contiene
derivadas parciales respecto de dos o mas variables independientes.

Por ejemplo,

dx
>
dt
es una EDO porque x depende tnicamente de ¢, mientras que
ou 0%u
ot 0x?

es una EDP porque u = u(z,t) depende de la posicién y del tiempo.

1.1. Modelos matematicos y sistemas dinamicos

Las ecuaciones diferenciales son una de las principales herramientas para representar fenémenos
fisicos, biolégicos, econémicos y de ingenieria. En particular, permiten formular modelos de
sistemas cuyo estado cambia.

Definicién 1.3 (Estado de un sistema). El estado de un sistema es el conjunto de variables
necesarias para describirlo en un instante determinado.
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Definicién 1.4 (Sistema dindmico). Un sistema dindmico es un sistema cuyo estado evoluciona
de acuerdo con una regla determinada. Cuando la variable independiente es el tiempo, esta regla
describe como cambia el estado a medida que transcurre el tiempo.

Un péndulo, un circuito eléctrico, una poblacién o un conjunto de especies que interacttian son
ejemplos de sistemas dinamicos. Cuando sus reglas de evolucion se expresan mediante ecuaciones
diferenciales, estudiar las soluciones ayuda a comprender su comportamiento y, bajo ciertos
supuestos, anticipar su evolucion.

Observacion. Un modelo matemético no es una copia exacta de la realidad. Es una representacion
construida a partir de supuestos y disenada para responder una pregunta concreta.

1.1.1. Un primer modelo: crecimiento de Malthus

Consideremos una poblacion aislada y sea
x = x(t)

su tamario en el tiempo ¢. El valor z(t) es el estado del sistema. Puede representar el nimero de
individuos o, en algunos contextos, la biomasa total.

Tasas de crecimiento

Si una poblacién pasa de 100 a 110 individuos durante un ano, su cambio es de 10 individuos y
su tasa promedio de crecimiento es

110 — 100

—— = 10 individuos/afio.
1 afio

En relacién con la poblacién inicial, este aumento corresponde a

10
— =0.1,
100
es decir, a un crecimiento relativo del 10 % durante ese ano.
Definicién 1.5 (Tasa promedio de cambio). Si una cantidad x = x(t) cambia entre los tiempos
t1 y to, su tasa promedio de cambio es
(tz) — x(t1)
to—t1

Por ejemplo, si una poblacién pasa de 100 a 110 individuos entre los afios t = 0 y £ = 1, entonces
su tasa promedio de cambio es
r(1) —x(0) 110 — 100
1-0 1
Definicién 1.6 (Tasa instantdnea de cambio). La tasa instanténea de cambio de z = z(t) en el
tiempo ¢ es su derivada

= 10 individuos/ano.

dx
= E(t)

En un modelo poblacional, sus unidades pueden ser individuos por ano.

/(1)

Por ejemplo, si
2'(5) = 20 individuos/afio,

significa que, en el tiempo t = 5, la poblacién esta aumentando instantdneamente a una tasa de
20 individuos por ano.
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Definicién 1.7 (Tasa relativa de crecimiento). Si z(t) > 0, la tasa relativa o per cépita de
crecimiento es

a'(t)

(1)’
Mide el cambio por unidad de tiempo y por individuo presente. Sus unidades son el inverso de

una unidad de tiempo, por ejemplo, afio™?.

Por ejemplo, si en cierto instante
x(t) = 1000 y 2'(t) = 50 individuos/afio,

entonces la tasa relativa de crecimiento es
x'(t) 50

= = (.05 afio” ..
2(t) ~ 1000 ane

Esto corresponde a una tasa relativa instantdnea del 5% anual.

En una poblacién aislada, el cambio del tamafio se debe principalmente a nacimientos y muertes.
El modelo de Malthus supone que la tasa relativa de crecimiento permanece constante. Si esa
constante es r, entonces

0, equivalentemente,

Modelo matematico

La ecuacién (1) afirma que la rapidez con la que cambia la poblacién es proporcional a su
tamano. La constante r se denomina tasa de crecimiento intrinseco: si > 0, la poblacion
crece; si r < 0, disminuye; y si 7 = 0, permanece constante.

Por ejemplo, si » = 0.1afio~!, una poblacién de 100 individuos tiene una tasa instantinea de

cambio de 10 individuos por ano, mientras que una poblacién de 1000 individuos tiene una tasa
de 100 individuos por afio. Ambas tienen la misma tasa relativa, pero diferentes tasas absolutas.

La familia
x(t) = Ce'™, C eR, (2)
satisface la ecuacién (1). En efecto,
2 (t) = rCe™ = ra(t).
Por ahora no deduciremos esta solucién; tnicamente verificamos que satisface la ecuacién
diferencial. Si se conoce el tamafio inicial z(tg) = z¢, entonces la solucién correspondiente es

z(t) = e 1),
Observacion (Alcances del modelo). El modelo supone que r es constante y que no hay limitaciones
de alimento, espacio ni otros recursos. Por ello puede describir tendencias durante ciertos periodos,
pero no el crecimiento indefinido de una poblacién real. Su valor consiste en mostrar con claridad
qué consecuencias se desprenden de sus supuestos.

Actividad

Para la ecuacién ' = rz, identifica la variable independiente, la variable dependiente y el
parametro. Después explica, sin resolver la ecuacion, qué significa el signo de 7.
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2. Definiciones y terminologia

El modelo de Malthus es una ecuacién diferencial ordinaria porque la funcién desconocida x = x(t)
depende de una sola variable independiente.

2.1. Orden de una ecuacién diferencial

Definicién 2.1 (EDO de orden m). Una ecuacién diferencial ordinaria de orden m para una
funcién desconocida z = z(t) es una relacién de la forma

F(t,x, 2’ 2", ... ,x(m)) =0,

en la que (™ es la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacion.

2.2. Clasificacién por linealidad

Definicién 2.2 (EDO lineal). Una ecuacién diferencial ordinaria de orden m se dice que es
lineal si puede escribirse en la forma

am (D)2 + a1 ()Y 4 ay (D)2 + ao(t)z = g(t),
donde los coeficientes
ag(t),a1(t),...,am(t)

y el término g(t) dependen tnicamente de la variable independiente t. Ademds, se requiere que
am(t) # 0 en el intervalo considerado.

Una EDO que no puede escribirse de esta manera se denomina no lineal.

En una EDO lineal se cumplen las siguientes condiciones:

» La funcién desconocida z y sus derivadas

aparecen Unicamente a la primera potencia.

= No aparecen productos entre la funcién y sus derivadas, ni entre diferentes derivadas; por
ejemplo, no pueden aparecer términos como

/ !N
T, x'z", z2.

= Los coeficientes pueden depender de la variable independiente t, pero no de la funcién
desconocida .

= No pueden aparecer funciones no lineales de x o de sus derivadas, como
. /
sin(z), e’ Vo, 0 (z)2.

Observacion. Que los coeficientes dependan de ¢t no hace que la ecuacién sea no lineal. Por
ejemplo,
22" 4 sin(t)a’ — elx =t

es una EDO lineal de segundo orden.
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Definicién 2.3 (EDO lineal homogénea y no homogénea). Una EDO lineal
am ()2 + -+ ar ()2 + ao(t)z = g(t)
se denomina homogénea si g(t) = 0. Si g(t) # 0, se denomina no homogénea.
Ejemplo 2.4 (Ecuaciones lineales). Las ecuaciones
¥+ 3z =t, 2 — 2t + 2 =0, t2z" — ta' 4+ 5z = €
son lineales de primer, segundo y tercer orden, respectivamente.
Ejemplo 2.5 (Ecuaciones no lineales). Las ecuaciones
7 = a2?, 2" + a2’ =0, 2" + sin(z) =0

son no lineales. En ellas aparecen, respectivamente, x2, el producto z2’ y la funcién no lineal
sin(z).
Ejemplo 2.6 (Modelo de Malthus). La ecuacién de Malthus
2 =rx
es una EDO lineal de primer orden. Como puede escribirse como

2 —rx=0,

es ademés homogénea.

Actividad

Clasifica las siguientes ecuaciones segin su orden y linealidad:
a) ' +t2x = cos(t), b) z’+z3=0,

c) tx" +éx' —x=0, d) 2"+ (z")2=1

3. Soluciones de una ecuacion diferencial

Uno de los objetivos centrales del curso es estudiar las soluciones de las ecuaciones diferenciales.
Esto puede significar obtener una férmula explicita, aproximar la solucién numeéricamente o
analizar su comportamiento cualitativo.

Consideremos una EDO de orden m escrita en la forma
F(t,z, o' ", ..., z™) = 0.
Definicién 3.1 (Solucién de una EDO). Sea I C R un intervalo. Una funcién
x = ¢(t)
es una solucion de la ecuacion diferencial
F(t,z,o' 2" ..., x(m)) =0
en el intervalo I si ¢ posee al menos m derivadas continuas en I y satisface
F(t, ¢(t), ¢ (1), 6" (1), ..., 6™ (1) =0
para todo t € I.

En otras palabras, al sustituir la funcién ¢ y sus derivadas en la ecuacion diferencial, se obtiene
una identidad en todo el intervalo I.
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Ejemplo 3.2 (Verificaciéon de una solucién). Consideremos la ecuacién diferencial
/
* =rx,
donde r es una constante. La funcién
x(t) = Ce™,
con C' € R, es una solucién en R. En efecto,

7' (t) = rCe™ = ra(t).

Por tanto, al sustituir z(#) = Ce" en la ecuacién, se obtiene una identidad para todo t € R.

3.1. Intervalo de definicién

El intervalo forma parte de la solucién. También se le llama intervalo de existencia, intervalo de
validez o dominio de la solucion. Puede ser abierto, cerrado, acotado o infinito, siempre que la
funcién y las expresiones de la ecuacién estén bien definidas en él.

Ejemplo 3.3 (Importancia del intervalo). La funcién

1
x(t) = —
)=
satisface
4
porque

Sin embargo, no esté definida en ¢ = 0. Por tanto, es solucién en
(—OO, 0) o (Oa 00)7
pero no en un intervalo que contenga al cero.

Observacion. Aunque el dominio de 1/t es R\ {0}, este conjunto no es un intervalo. Para hablar
de una solucién se considera cada intervalo maximo por separado: (—o0,0) o (0, 00).

3.2. Curvas solucién

Definicién 3.4 (Curva solucién). La gréfica de una solucién x = ¢(t) sobre un intervalo I se
denomina curva solucion o curva integral.

Una misma formula puede producir diferentes curvas solucion al restringirse a distintos intervalos.
Por ejemplo, x(t) = 1/t determina una curva solucién en (—o0,0) y otra en (0, 00).

3.3. Soluciones explicitas e implicitas

Definicién 3.5 (Solucién explicita). Una solucién es explicita cuando la variable dependiente se
encuentra despejada como una funcién de la variable independiente:

x = ¢(t).
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Las funciones z(t) = Ce"™ y z(t) = 1/t son ejemplos de soluciones explicitas.
Definicién 3.6 (Solucién implicita). Una relacion
G(t,z) =0

define una solucién implicita de una EDO en un intervalo I si en dicho intervalo determina al
menos una funcién x = ¢(t) que satisface tanto la relacién como la ecuacién diferencial.

Ejemplo 3.7 (Verificacién de una solucién implicita). La relacién
2+ 2% =25

define implicitamente soluciones de

En efecto, al derivar respecto de ¢ obtenemos
2t + 2z’ =0,

y, siempre que x # 0,

Al despejar x aparecen las dos ramas
x(t)=V25 -2  y  a(t)=—V25—12,

definidas como soluciones en el intervalo (=5, 5).

3.4. Familias de soluciones

Una ecuacién diferencial puede tener infinitas soluciones. De manera andloga a la constante de
integracion del calculo integral, sus soluciones suelen contener parametros arbitrarios.

Definicién 3.8 (Familia de soluciones). Una expresién que representa soluciones de una EDO y
contiene uno o mas parametros arbitrarios se denomina familia de soluciones. Si contiene un
parametro se llama familia uniparamétrica; si contiene m, familia m-paramétrica.

Definicién 3.9 (Solucién particular). Una solucion particular se obtiene al asignar valores
especificos a los pardmetros de una familia de soluciones.

Ejemplo 3.10 (Familia del modelo de Malthus). La expresién
z(t) = Ce™

es una familia uniparamétrica de soluciones de 2’ = rz. Si C' = 2, obtenemos la solucién particular
z(t) = 2™,

La eleccién C = 0 produce la solucién trivial z(¢) = 0.

Observacion. En cursos posteriores puede aparecer una solucion singular: una solucién que no se
obtiene asignando valores a los parametros de la familia general. No necesitaremos este concepto
por ahora.
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4. Problemas de valor inicial

Una ecuacién diferencial suele tener una familia de soluciones. Para describir un fenémeno
particular necesitamos informacién adicional que permita elegir la solucién correspondiente. Esta
informacién se expresa mediante condiciones iniciales.

Definicién 4.1 (Problema de valor inicial). Sea una EDO de orden m escrita en forma normal:

y™ = f(t,y,y,. .., y™ ).

Un problema de valor inicial (PVI) consiste en encontrar una soluciéon y = y(t), definida en un
intervalo I que contenga a tg, tal que

y(to) = vo,
Y (to) = y1,

y(m—l) (t0> = Ym—1,

donde yo, Y1, - .., Ym—1 son valores especificados.

Todas las condiciones se imponen en el mismo punto tg. En una EDO de orden m aparecen, en
general, m condiciones iniciales. Estas condiciones suelen permitir determinar los m parametros
de una familia de soluciones.

Para una ecuacion de primer orden, un PVI tiene la forma

Yy =fty),  ylto) =yo.

Geométricamente, buscamos una curva solucién que pase por el punto (g, o). Para una ecuacién
de segundo orden,

y' = fty ), yto) =w,  Y'(to) =y,
la curva debe pasar por (to,yo) vy tener pendiente y; en ese punto.

Cuando la variable independiente representa el tiempo, y(t9) puede describir la posicién inicial
de un objeto y 4/ (tg) su velocidad inicial. De ahi proviene el nombre condiciones iniciales.

Ejemplo 4.2 (Un PVI de primer orden). La familia
y(t) = Ce'

contiene todas las soluciones de 3’ = y. Para resolver

imponemos la condicién inicial:

Por tanto, la solucién particular es
y(t) = 3e'.

Si, en cambio, la condicién es y(1) = —2, entonces
-2 =Cle, C=—2"1,

y la solucién correspondiente es
y(t) = 271

Dra. Maria Luisa Daza Torres Pégina 8 de 10



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias Clase 1

4.1. La condicién inicial y el intervalo de solucion

El intervalo de una solucién de un PVI debe contener al punto inicial. Por ello, la condicién inicial
no sélo selecciona una funcién de la familia, sino que también determina cudl de sus intervalos
de definicién es pertinente.

Ejemplo 4.3 (Intervalo maximo de una solucién). Consideremos

y + 2ty? = 0.
Puede verificarse que
1
t) = 5——
y(®) 2+ C
es una familia de soluciones. Al imponer y(0) = —1, obtenemos
1
—1=—, C=-1
C
Por tanto,
1
t pu—

Conviene distinguir tres ideas:

» Como funcién, su dominio es R\ {—1,1}.

= Como solucién de la EDO, puede considerarse en cualquiera de los intervalos maximos

(—o0,—1), (—1,1), (1, 00).

» Como solucién del PVI con y(0) = —1, el intervalo debe contener a ty = 0. Por tanto, su
intervalo maximo de solucién es (—1,1).

4.2. Existencia y unicidad

Antes de intentar resolver un PVI conviene formular dos preguntas:

» Existencia: jhay al menos una curva solucién que pase por (to,yo)?

» Unicidad: si existe, jes la tnica curva soluciéon que pasa por ese punto?

El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes para responder afirmativamente ambas
preguntas.

Teorema 4.4 (Existencia y unicidad local). Sea

Y = f(t,y), y(to) = vo,

y sea R un rectangulo abierto del plano ty que contiene a (to,yo). Si f y su derivada parcial
Of /0y son continuas en R, entonces existe un intervalo

Iy = (to — h,to + h), h >0,

en el cual el PVI posee una unica solucion.
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La conclusién es local: garantiza una solucién tnica cerca de tg, pero no determina qué tan grande
puede ser el intervalo Iy. La continuidad de f asegura existencia local; la condicién adicional
sobre Jf /0y asegura unicidad local.

Estas condiciones son suficientes, pero no necesarias: si alguna falla, el teorema deja de ofrecer
una conclusién, pero eso no significa automaticamente que no exista una solucién o que no sea
Unica.

Ejemplo 4.5 (Aplicacién del teorema). Para el PVI

tenemos f(t,y) =yy
of
oy
Ambas funciones son continuas en todo R2. El teorema garantiza una solucién tnica alrededor

de t = 0. En este caso conocemos adem4s la solucién explicita y(t) = 3e!, que estd definida para
todo t € R.

1.

Ejemplo 4.6 (Cuando puede fallar la unicidad). Consideremos

y =ty y(0)=0.
La funcién f(t,y) = t,/y es continua para y > 0, pero
of t

dy 2y
no esta definida cuando y = 0. Por tanto, el teorema no garantiza unicidad en (0, 0). De hecho,

las funciones .
t

t) =0 t) = —

Y1 (t) y o yalt) 16

satisfacen tanto la ecuacion como la condicién inicial. E1 PVI tiene, por lo menos, dos soluciones.

En cambio, alrededor de cualquier punto (g, yo) con yo > 0, tanto f como df /0y son continuas;
alli el teorema si garantiza unicidad local.

Idea central

Resolver una EDO produce, con frecuencia, una familia de curvas. Una condicién inicial
selecciona la curva que representa el fenémeno particular. Los teoremas de existencia
y unicidad indican cudndo esa seleccién estd bien definida, incluso antes de calcular la
solucién.
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